Impulso angular

R. O. Barrachina

“Mensus eram coelos, nunc terrae metior umbras. Mens coelestis erat, corporis umbra iacet”.
(Medf los cielos, ahora las sombras de la tierra mido. Celestial era el espiritu, ahora el cuerpo yace en las sombras).
Epitafio escrito por Johannes Kepler para su propia tumba.

1. Johannes Kepler, el “perro sarnoso”

Ahora vamos a estudiar una ley de conservacién que fue enunciada por
primera vez en 1609 por Johannes Kepler con referencia al movimiento de
los planetas alrededor del sol. El matemético y astrélogo! alemén Johannes
Kepler trabajaba en la corte del emperador Rodolfo II en Praga bajo las
érdenes del famoso astrénomo Tycho Brahe (1546-1601). A la muerte de
éste el 24 de octubre de 1601, Kepler retuvo las tablas astronomicas més
precisas conocidas hasta entonces, recolectadas por su maestro durante casi
cuarenta anos en el observatorio de la isla de Hveen en Dinamarca.

Los origenes de Kepler eran tan oscuros y pobres como los de Brahe eran
nobles y ricos. Era hijo de un soldado mercenario y la hija de un posadero.

Que un nino de tan escasos recursos llegara a adquirir una educacién se de-
bid al buen sentido de los duques de Wiirttemberg, que proveian becas para
estudiantes pobres. Posteriormente, su profesor en la Universidad de Tiibin-
gen vio en Kepler una personalidad demasiado inquieta y apasionada como
para que pudiera sobrevivir como clérigo en una era de luchas religiosas,
asi que logré torcer su interés hacia las matematicas, que por aquella época
era un area del conocimiento evidentemente mas tranquila y saludable que
la teologia. Mas tarde acepté un puesto de maestro de matemaéticas en la
escuela luterana de Graz en la Austria catdlica. El sueldo era miserable,
pero el trabajo no era muy exigente, ya que el ntimero de estudiantes con
algin interés en las matematicas era pequeno. Asi que Kepler tenia mucho
tiempo libre para dedicarse a sus estudios astronémicos, y los trabajos que
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publicé durante esa época —sobre todo su Mysterium cosmographicum— le Kepler se vio obligado a abandonar Graz. Por suerte para él y para la ciencia,
dieron una cierta reputacién cientifica en Europa central. encontré refugio y trabajo como asistente de Tycho Brahe.

Figura 1. Retrato de Johannes Kepler (Weil der Stadt 27 de diciembre, 1571 —

Ratisbona 15 de noviembre, 1630) puesto en exhibicién en la Biblioteca de la Figura 2. Tycho Brahe (Knutstorp, Escania, en aquel entonces parte de Dina-
Universidad de Estrasburgo en 1627. marca, 14 de diciembre de 1546 — Praga, en aquel entonces capital de Bohemia,
A pesar de que con posterioridad Kepler alcanzaria mucha fama, nun- 24 de octubre de 1601).

ca conocio ni la prosperidad econdémica ni la tranquilidad de su predecesor Tycho Brahe habia desarrollado un sistema geocéntrico propio donde, si
Tycho Brahe. Torturado por enfermedades reales e imaginarias, pobreza y bien todos los planetas giraban alrededor del Sol como en el modelo coperni-
persecuciones religiosas, su vida fue una lucha despiadada contra el destino cano, este giraba alrededor de la Tierra que estaba en el centro del universo.
y contra sus propios demonios. El mismo se solia llamar el perro sarnoso. Su sucesor Kepler era un convencido seguidor de Copérnico. El trabajo para
Uno de los evento cruciales de su vida ocurrié cuando en el ano 1600 se el cual habia sido contratado era la construccién, en base a las observaciones
desaté en Austria una violenta persecucion religiosa contra los protestantes. de Tycho Brahe, de mejores tablas astronémicas del movimiento planetario
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siguiendo el propio modelo de su antecesor. Pero la motivacién y principal
preocupaciéon de Kepler era perfeccionar la teoria heliocéntrica de Copérni-
co, cuya armonia y sencillez contemplaba, segin sus propias palabras, “con

increible y encantador deleite”.

En aquella época, apoyar abiertamente la teoria de Copérnico podia
resultar peligroso. Pero a Kepler acometié la empresa. Esto no nos debe
hacer pensar que Johannes Kepler fuese ateo 6 agndstico. Era una persona
profundamente religiosa y hasta mistica, fuertemente influenciado por la
metafisica neoplaténica. Para él, tanto como para Copérnico, la clave de
la mente de Dios era el orden geométrico y la relacién numérica expresada
en las caracteristicas del sistema heliocéntrico simple. Entre sus trabajos
encontramos un entusiasta intento por descubrir una senal divina en una
hipotética relacién entre los cinco planetas conocidos y los cinco poliedros
regulares de la geometria. La idea de Kepler era méas o menos asi: Hay exacta-
mente cinco planetas, y también hay exactamente cinco poliedros regulares.
Estos poliedros regulares se pueden construir uno a partir de otro haciendo
coincidir los vértices de uno con los centros de las caras del otro. De esta
manera los cinco poliedros quedan encajados uno dentro de otro, y es posi-
ble calcular las relaciones que existen entre las distancias de los vértices o
las caras al centro de simetria. Por otro lado, si el modelo de Copérnico es
correcto, los planetas se mueven en circulos alrededor del Sol. Ahora bien,
si las relaciones entre los radios de estas érbitas son iguales a las relaciones
que se encuentran en los poliedros regulares encajados, ello sélo se puede
deber a la intervencion de una inteligencia superior, constituyendo una senal
irrefutable de la existencia de Dios.

Estas ideas no eran nuevas. Los seguidores de Pitagoras, por ejemplo,
concibieron la llamada “Armonia de las esferas” segin la cual las magni-
tudes relativas de las esferas celestes correspondientes a los planetas eran
proporcionales a las longitudes de las sucesivas cuerdas de un instrumento
armoniosamente afinado. La hipdtesis de Kepler era del mismo tipo, sélo
que el creia ver en el hecho de que hubiesen solamente cinco planetas una
clave adicional.

Kepler sabia que su hipétesis podia no ser correcta, pero algo que no se

le habia pasado jamas por la cabeza era la posibilidad de que las érbitas no
fuesen circulares. Tal como afirmara Copérnico “... el intelecto rechaza con
horror” cualquier otra sugestion y “... no valdria la pena suponer tal cosa
en una Creacion constituida de la mejor manera posible”. Asi que pueden
imaginarse la sorpresa de Kepler cuando, al intentar ajustar en una Orbita
circular los datos obtenidos por Tycho Brahe para Marte, descubrié que no
era posible. Esta conclusién era atin mas herética y —por lo tanto— peligrosa,
que apoyar la teorfa de Copérnico. jLos planetas se movian en 6rbitas no
circulares, imperfectas, corruptas!. Aterrado, el pobre Kepler dedicé otros
cuatro anos a revisar sus calculos una y otra vez, pero no habia lugar a
duda. La érbita de Marte no era circular. La diferencia no era muy grande,
apenas ocho minutos de arco. Por lo tanto habia resultado imperceptible
para todos los astréonomos anteriores a Tycho Brahe , que no podian medir
con errores menores a 10 minutos de arco. Con sus instrumentos superiores
y su sistema de mediciones simultaneas, Tycho Brahe habia reducido este
error a apenas 1 minuto.

Teniendo en cuenta el riesgo que significaba sostener estas ideas , Kepler
pudo haber optado entre tres alternativas. Una era olvidar estos resultados
y salvar el pellejo. Otra era ocultar esa fatal diferencia detras de algunas
suposiciones convenientes, regresando, por ejemplo, a una versién mas com-
plicada del sistema ptolomaico, que para ese entonces -y después de varios
siglos de correcciones sucesiva- ya incluia mas de 70 movimientos circulares
simultaneos entre epiciclos y deferentes. O, por ultimo, continuar adelante
con sus calculos. La primer opcién no era muy tentadora. A nadie le gusta
tirar por la borda el trabajo de una vida. Ademads el riesgo no era muy
grande. Alemania en visperas de la Guerra de los Treinta Afios no era la
Italia que condené a Giordano Bruno y que anos més tarde condenaria a
Galileo. Las divisiones religiosas generaban cuestiones mas importantes que
lo que un matemaéatico protestante a las érdenes de un emperador catoli-
co pudiese opinar sobre las érbitas de los planetas. La segunda opcién era
practicamente imposible, al menos para un copernicano convencido como
Kepler. Para que el sistema de Ptolomeo pudiese explicar esa diferencia
debia amontonarse artificio sobre artificio en un sistema de por si ya bas-
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tante complicado. Por 1ltimo, continuar con los cdlculos significaba agregar
a las ideas de un Sol inmévil en el centro del Universo y una Tierra en
movimiento del modelo de Copérnico, la descabellada hipétesis adicional de
trayectorias imperfectas. A pesar de ello, Kepler se decidi6 por este tltimo
camino.

2. Las primeras dos leyes de Kepler

Lo que Kepler hizo a continuacion fue una labor ciclépea de analisis
numérico, impresionante desde todo punto de vista, inclusive en nuestra era
informatica. Con este avance lento y trabajoso coronaria uno de los primeros
y més grandes triunfos del racionalismo. Abandonando toda atadura a la
tradicién helénica, no intenté interpretar la trayectoria de Marte como una
combinacién de érbitas esféricas. Las observaciones de Tycho Brahe habian
derrumbado su fe mistica en el circulo como forma perfecta. Y gracias a
ello fue que descubrié que la érbita de Marte correspondia a un tipo simple
de figura cuyas propiedades eran conocidas desde el siglo IT A.C., la elipse.
Asi postulé su primera ley, que estudiaremos en detalle en otro apunte

Los planetas se mueven en orbitas elipticas, con el Sol en uno de
sus focos.

Y a continuacion postuld otra ley mas, que estudiaremos ahora

Durante un lapso dado, una recta que va del planeta al Sol barre
areas iguales en tiempos iguales.

Kepler publicé estos resultados en 1609 en su Astronomia Nova. Ya no
sélo se aplicaban al movimiento de Marte, sino de todos los Planetas, e in-
clusive la Luna. Este libro fue incluido en el Index Ezpurgatorius, junto con
el Revoluciones de Copérnico, donde permanecié en esa ilustre compania
hasta 1835.

3. Conservacion del impulso angular

Consideremos la colisiéon de dos particulas aisladas de toda interaccion
externa. Nuestro objetivo es encontrar una tercera ley de conservacion, de-
scubierta por Kepler en marzo de 1618. Para ello definimos el momento
cinético (6 angular) Ljp de cada una de ambas particulas de cantidad de
movimiento p; y posicién r; con respecto a un sistema inercial 0 arbitrario
como

Lij=r1; X p; .

Definimos el momento angular total del sistema Ly = Lo+ Log. Su variaciéon
temporal estd dada por

@ — g(r X +r X )

a 1 X P1 2 X P2
_ dp1 dp2
= V] XP1+VeXp2+r]X a + 19 X qU

= 04+04ry XxFio4+1re xFop.

La cantidad
Mig =r; X Fz

se denomina momento de la fuerza neta aplicada a la particula ¢ respecto
del punto 0. Para cada particula individual podemos escribir que dL;o/dt =
M,o. Como la accién y la reaccién de la interaccion entre ambas particu-
las son iguales en magnitud y de sentido opuesto, F1o = —F9; = F(r),
obtenemos que

dL
d—to = (r1—ry) xFi2
= rxF(r).

Vemos que el momento de la fuerza total es independiente del centro de mo-
mentos. Para obtener este resultado hemos utilizado la tercera ley de Newton
que establece que la accién sobre una de las particulas es igual en magnitud
y de sentido opuesto a la reaccién en la otra particula, Fi19 = —F91 = F(r).
Sin embargo, debemos recordar que esta ley no dice nada respecto de la
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direccion de esta interaccion. Si ademas la interaccién entre ambas particu-
las es central, entonces el momento de fuerza es nulo y el impulso angular
se conserva. Este resultado se puede extender inmediatamente para un sis-
tema de N particulas aisladas en interaccion mutua por medio de fuerzas
centrales, indicando que el impulso angular total,

N
L:Zrixpiv
=1

Se conserva.

4. Impulso angular intrinseco

Usualmente se interpreta la conservacién del impulso angular de un sis-
tema de dos particulas,

Lo=r; Xp1 +1r2 X p2,

diciendo que el movimiento del sistema se mantiene en un plano perpendi-
cular a Lg. Este es un concepto peligrosamente incorrecto, o al menos poco
preciso.

Para explicar esto méas claramente, escribimos el impulso angular en
términos de las coordenadas del sistema centro de masa

Lo = Lijo+ Ly

ma
my1 + mg
= (I‘l — 1‘2) X mv + (m1r1 + m21‘2) X Vem,

= I'1Xm1( v+vcm)+r2xm2 (—

= XMV +Tey X MVe, .

Hemos separado el impulso angular en dos términos. Uno es un impulso
angular “intrinseco” al sistema,

L=rxmv,

independiente del punto 0, y equivalente al de una particula de masa reduci-
da m = myma/(m1+ms) con vector posicion r. El otro término se refiere al
movimiento del sistema de dos particulas como un todo respecto del punto 0.
Este tltimo término es equivalente al de una particula de masa M = mi+ms
localizada en el centro de masa. Si escribimos rq,, = bey, + Vent, con be,
una constante arbitraria fijada por la condicién inicial, obtenemos

Lo=rxmv+bg, x Mv, .

Vemos que el ultimo término es constante. O sea que el impulso angular
intrinseco 1 se conserva. Ahora si, podemos interpretar este resultado en el
sentido de que la coordenada relativa r debe mantenerse en un mismo plano
jcon el centro de masa! Como las posiciones relativas de ambas particulas
respecto del centro de masa, son proporcionales a r,

r"=r;—r = 2

1 =1 —Yem — —
mi + ms

rh=r9—T m

9 — 12 —I'em -
mi + ms

ambas particulas se deben mover en un mismo plano con el centro de masa.
Pero este plano se puede desplazar respecto de un sistema inercial arbitrario
0 con velocidad v.,,. Y respecto de este sistema de referencia, las particulas
ya no siguen trayectorias coplanares.

5. Conservacion de la velocidad areolar

Ahora escribiremos la ley de conservacién anterior en una forma similar
a la empleada por Kepler en su Astronomia Nova de 1609. En el sistema
centro de masa, el vector posicién de cada particula r} recorre el plano de
movimiento barriendo un area —por unidad de tiempo— dada por
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1 m?
SA;, = =1 x o1l = X 0
i =3 r; r; 2mz2 r r
Por lo tanto
dA; m y m 7
= rxv=—=/{.
det 2m le2

O sea que la constancia del impulso angular intrinseco nos indica que el
vector posicion de cada particula respecto del centro de masa barre areas
iguales en tiempos iguales. Mas atn, la variacion de las dreas barridas por
los vectores posiciéon de ambas particulas verifican que

mi

dA,

dt

mo ———

dA,
dt

=7.

' ASTRONOMIA NOVA
: WA TTIOAOFHTOZ,
SEV

PHYSICA COELESTIS,
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Figura 4. Portada del libro “Astronomia Nova”, publicado por Johannes Kepler
en 1609.
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6. Constantes de movimiento

La ley que hemos estudiado en este apunte puede interpretarse como una
“limitaciéon” para el movimiento de las particulas. Constituye un teorema
de conservacion asociado a una dada magnitud fisica cuyo valor numérico y
direccién deben permanecer constantes, estando totalmente fijados por las
condiciones iniciales. Este tipo de magnitudes con estas caracteristicas se
denominan “constantes de movimiento”.

Una ley de conservacion es el equivalente cientifico del gatopardismo en
politica, y que podriamos resumir con el aforismo francés: plus ¢a change,
plus c’est la méme chose. Aplicado a un proceso complejo donde todo parece
estar cambiando constantemente, una ley de conservacién es una afirmacién
que dice que “algo” permanece igual. Ante la fascinacién que suscitaron las

leyes de Newton, muchos no advirtieron el verdadero poder de esta forma
de ley fisica hasta finales del siglo XVIII. Hoy en dia, en cambio, cuando
surge una nueva teoria, primero se suelen formular sus leyes fisicas bésicas
en términos de leyes de conservacién.

Notas

!Si bien Kepler trabajé con ahinco en la realizacién de predicciones
astrologicas y en distintos estudios matemdticos relacionados con los
fenémenos celestes, nunca se dedicé a las observaciones astrondémicas di-
rectas. Las posibles causas pueden buscarse en su débil contextura fisica y
en su vista debilitada y con doble visién en uno de sus ojos, resultado de la
viruela que contrajo a la edad de 5 anos.
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